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2 Modelle und Parameteridentifikation

Bei der Steigerung der Genauigkeit von Industrierobotern durch Kalibrierung haben
die Aspekie Modellbildung und Identifikation der das Modell charakterisierenden
Parameter eine zentrale Stellung. Daher werden vor einer eingehenden
Beschaftigung mit der Robotik die Grundlagen von Modellbildung und Parameter-
identifikation dargelegt. So kann eine Basis geschaffen werden, von der ausgehend
die Ziele dieser Arbeit effizient erreicht werden kénnen.

Die Darstellung beschrankt sich auf kontinuierliche parametrische Modelle, da nur
diese im Rahmen der folgenden Untersuchungen von Bedeutung sind.

2.1 Modellbildung

Das Verhalten eines realen Systems kann mit einem geeigneten Modell
nachgebildet werden. Damit dieses Modell seinen Aufgaben gerecht wird, sollten die
in Tabelle 2.1 aufgefiihrten Anforderungen erfiillt sein [Schroer 93] [Everett 871].

Das Systemverhalten beschreibt die abzubildendel
Realitat mit ausreichender Genauigkeit.

N

ur Systembeschreibung wird die minimale
Parameteranzahl benutzt. Insbesondere werden
Abhangigkeiten zwischen den Parametern ver-

Kleine Anderungen der Realitit haben nur kleine
Anderungen der Parameter zur Folge.

Tabelle 2.1: Modellanforderungen

Das Kriterium der Vollstéandigkeit ist sofort einleuchtend, da das Modell sonst seiner
Aufgabenstellung nicht gerecht wird und letztlich nicht zu gebrauchen ist. Die
Forderung der Minimalitdt sorgt dafiir, daB das Modell einfach und eindeutig
anwendbar ist. So wird einerseits die ldentifikation der Parameter durch das
Vermeiden von Mehrdeutigkeiten erheblich erleichtert und andererseits eine direkte
Vergleichbarkeit verschiedener Parametersiatze erméglicht. Das Kriterium der
Stetigkeit der Identifikationsaufgabe sollte erfiillt sein, damit eine gute
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Identifizierbarkeit der Parameter gewdhrleistet werden kann. Bei Verletzung nur

eines dieser Kriterien kénnen bei Anwendung der (iblichen numerischen Methoden
erhebliche Schwierigkeiten auftreten.

Die Anforderungen Vollstandigkeit und Stetigkeit kénnen bei der Modellbildung unter
Nutzung von Erfahrung und Kenntnis des zu modellierenden Systems erfiillt werden.
Die Minimalitdt ist demgegeniiber schwieriger zu erreichen. Es wird daher nach
Darstellung der notwendigen Grundlagen ein allgemeingiiltiges Verfahren zur
Bestimmung eines minimalen Parametersatzes vorgestellt.

2.2 Parameteridentifikation
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Bild 2.1: Parameteridentifikation

Alle Verfahren, mit denen Parameter eines Modells anhand von Messungen
identifiziert werden, basieren auf einem Vergleich von Messung und Modell. Dazu
werden am realen System verschiedene Eingangsvektoren %, vorgegeben und die
sich mit ihnen ergebenden Ausgangsvektoren y* gemessen. Basierend auf diesen
Messungen wird ein Modell y" = {(p,%,) anhand seiner Parameter - des Parameter-
vektors p - solange abgeglichen, bis die Abweichung zwischen Modell und Realitat
[V = ¥7| minimal wird (Bild 2.1). Dieses wird natiirlich nicht nur fiir einen Eingangs-
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vektor Xx;, sondern fiir mehrere Eingangsvektoren durchgefiihrt. Die Anzahl der
notwendigen Eingangsvektoren hangt dabei von der Dimension des Parameter-
vektors und der des Ausgangsvektors ab.

Zur mathematisch exakten Behandlung der Parameteridentifikation sind zunzchst
einige Vereinbarungen zu treffen. Ein jeder Eingangsvektor habe die Dimension n,
jeder Ausgangsvektor die Dimension m und schlieBlich der Parametervektor die
Dimension d. Mit Modell und Parametervektor kann die Qualitét q; fiir jeden aus Ein-
und Ausgangsvektor bestehenden Datensatz berechnet werden:

a =" -7 =[i(B.x) - vf|

(2.1)
X, eR"; yf‘,y,“ eR™; peR?.

Geht man nun (ber zu k Einzelmessungen, die geeignet zusammengefaBt werden,

so folgt mit der Gesamtmodellfunktion f~ und den zusammengefaBten Ein- und
Ausgangsvektoren

% =(xT--x)"; X € R
VM :(nyyr‘kAT)T’ ‘y‘M ESka

=) R ege

als zu minimierende Funktion bzw. Qualitat

Min{a}; mitq=|" -7 . (2.3)

Da keine Messung frei von MeBabweichungen ist und zudem ein reales System
nicht in allen Einzelheiten durch ein Modell beschreibbar ist, kann q nicht zu Null
reduziert werden. Zum Vergleich unterschiedlicher Identifikationsergebnisse kann
diese Qualitat - unter Beachtung der Anzahl an Einzelmessungen - herangezogen
werden, da eine kleinere Qualitat auf ein besseres Identifikationsergebnis hindeutet:

-9
Qrel - JE (24)

Der Formulierung der Zielfunktion und damit des Modells f° kommt bei der

Parameteridentifikation eine groBe Bedeutung zu: Nur mit einer geeignet

formulierten Zielfunktion kann eine erfolgreiche Parameteridentifikation durchgefiinrt
werden.

Bei f° handelt es sich bei den in dieser Arbeit betrachteten Fallen stets um eine
nichtlineare Funktion. Damit sind numerische Verfahren einzusetzen, um iiber eine
Minimumsuche den geeignetsten Parametervektor p zu bestimmen. Bei Verwendung
der Euklidischen Norm in (2.3) ergibt sich eine Least-Squares-Aufgabe [Golub 83].
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Aus der Literatur sind mehrere Verfahren bekannt, die bereits mit Erfolg zur Ldsung
allgemeiner Optimierungsaufgaben oder auch von Least-Squares-Aufgaben ein-
gesetzt wurden. In dieser Arbeit wird auf diesen Aspekt daher kein groBes

Augenmerk gelegt; die verschiedenen Methoden seien im folgenden nur kurz
erwahnt.

Nach [Kiihn 91] kénnen die Verfahren nach ihrem Informationsbedarf gegliedert
werden in:

» Suchstrategien, die nur Qualitatswerte benétigen,

 Strategien erster Ordnung (Gradientenmethoden), die die ersten partiellen
Ableitungen der Qualitatsfunktionen verwenden,

 Strategien zweiter Ordnung (Newton-Methoden), die die ersten und zweiten
partiellen Ableitungen der Qualitatsfunktionen benétigen.

Zur Kalibrierung von Industrierobotern werden die Strategien erster Ordnung am
h&ufigsten eingesetzt, wobei insbesondere das Verfahren nach Levenberg und
Marquardt (siehe z.B. [Lawson 74]) weite Verbreitung gefunden hat. Es ist ein
Standardverfahren fiir Least-Squares-Aufgaben [Press 88] und wurde von vielen
Autoren (z.B. [Goswanni 93], [Berg 90]) erfolgreich eingesetzt. Vereinzelt wurden
weitere Verfahren, wie das von Newton-Raphson [Tang 92] oder ein um einen Line-
Search erweiterter GauB-Newton-Algorithmus [Schréer 93] ausgewahlt. Es wurde
allerdings auch festgestellt, daB bei guten Startwerten durch iterative Lésung einer
jeweils linearisierten Least-Squares-Aufgabe eine gesteigerte  Konvergenz-
geschwindigkeit erreicht werden kann [Hollerbach 88].

Um moglichen Problemen, die bei der Berechnung der partiellen Differentiale
auftreten konnen, auszuweichen, wurde von [Kiihn 91] eine Suchstrategie, die
Evolutionsmethode, benutzt. Es konnte allerdings nur eine langsame Konvergenz
erreicht werden. Weitere Suchstrategien, die den Strategien erster Ordnung sehr
nahe kommen, basieren auf der sukzessiven eindimensionalen Minimierung (z.B.
Powell's Method [Press 88]). Bei dieser Methode wird auf eine explizite Berechnung
der partiellen Ableitungen verzichtet; iber eine Auswertung der zuriickgelegten
Schritte wird eine vorteilhafte Richtungsauswahl getroffen.

2.3 Parameteridentifikation bei einem linearen Modell

Obwohl die in dieser Arbeit behandelten Ausgleichsprobleme (2.3) durchgangig
nichtlinearer Natur sind, ist es hilfreich, einen Weg zur Lésung eines linearen
Ausgleichsproblems anzugeben. Hierauf aufbauend kénnen in den folgenden
Kapiteln weiterfihrende Methoden hergeleitet werden.
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Ein solches lineares Ausgleichsproblem hat die allgemeine Form
Cp-y=r; CeR™; peR?; y,f eR" (2.5)

mit dem unbekannten Parametervektor p, der Systemmatrix C, den MeBwertvektor y

und dem Residuum . Zur Bestimmung des unbekannten Parametervektors p ist die
Norm des Residuums zu minimieren:

Minf .

Fir eine allgemeine Identifikationsaufgabe gilt stets

Rang(C)=r<d<m, (2.6)

da mehr Messungen (m) durchzufiihren als Parameter (d) zu bestimmen sind
[Mooring 91]. Der Fall Rang(C)<d tritt dann ein, wenn weniger als d Zeilen des
Minimierungsproblems (2.5) voneinander unabhangig sind. Dies bedeutet, daB d-r
Komponenten des Parametervektors p linear abhangig sind und somit nicht
eindeutig bestimmt werden kénnen.

Die Losung des linearen Minimierungsproblems kann z.B. mit einer Singular-
wertzerlegung gefunden werden [Schwarz 88] [Lawson 74]. Diese gestattet es, die
Matrix C folgendermaBen zu zerlegen:

C=USV' Uex™

s, 0 - 0
0"
: s,
s 0 =(Diag(s1,..,sr)| 0 ) S cgym
T, Qm-nxr lo(m—r)X(d—r) ’ (2.7)
0 0
V estXd

Dabei sind U und V orthogonale Matrizen, die als Links- bzw. Rechts-
singuldrmatrizen bezeichnet werden. Die Werte s; sind die singuldren Werte der
Systemmatrix C. Die singularen Werte s,,,...s, kénnen gegeniiber den ersten r
singularen Werten - wie in (2.7) geschehen - zu Null gesetzt werden, ohne daB
dadurch eine zu berticksichtigende Anderung der Systemmatrix hervorgerufen wird.

Durch Erweitern von (2.5) mit der transponierten Linkssingularmatrix UT, der
Systemmatrix C und unter Nutzung von VVT=E ergibt sich die Beziehung

UTCWTp-U"y=U'T; U=(G,...T,) eR™™; V=(7,..¥,) e R, (2.8)

die mit den Hilfsvektoren
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p=V'p

y=-UTy (2.9)

F=U'F
und der Matrix

S=u'cv (2.10)
in das Gleichungssystem

Sp+y=r (2.11)
Uberfuihrt werden kann.
Da dieses Gleichungssystem ausgeschrieben

sP, +y, =t flr i.:1,2,...,r 2.12)

y, =% furi=r+1...,m.

lautet, folgt, daB die letzten m-r Residuen ¥ unabhingig von den transformierten

gesuchten Parametern p sind. Die Summe der Quadrate der Residuen wird mithin
minimal fur

I=0 furi="1,..r. (2.13)
Die gesuchten Komponenten von p kénnen durch Umstellen von (2.12) zu
B=-L1  firi=12,...r
s, (2.14)

P, =Dbeliebig firi=r+1,...,d

berechnet werden. Der gesuchte Parametervektor p kann schlieBlich durch Riick-

transformation mit V bestimmt werden:
-.T_.

R VA
pzz?vi SN AN (2.15)
i=1 | i=r+1
Die Werte p,,,---py sind dabei frei wahlbar. Damit kann der Parametervektor mit
minimaler Euklidischer Norm aufgrund der Orthogonalitdt der Matrix V
angeschrieben werden:

p=>Yv,. (2.16)

Fur spatere Anwendungen ist es zweckmaBig, diese Lésung in die Schreibweise
einer allgemeinen linearen Transformation zu {iberfiihren. Dieses gelingt mit der
Hilfsmatrix

B=(b,D,..b, 0.
(2.17)

T \'

6), B Eg{nxm
b, =(b, by ...b,) ; by =",
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mit der (2.16) in
p=BUTy (2.18)

ubergeht. Mit (2.16) oder - mathematisch kompakter - (2.18), kann somit die Lésung
des Ausgleichsproblems berechnet werden.

Die Qualitat, mit der die Parameter berechnet werden kénnen, hangt maBgeblich
von der Systemmatrix C ab. Insbesondere der EinfluB einzelner Parameter auf die

Messungen ist von Bedeutung. Dieser kann mit folgender Ungleichung beurteilt
werden [Borm 89]:

- ]
Milsl;l{si} < 18] < 1\4231({33 : (2.19)

Damit kann die Kondition x der Matrix C, die sich unter Verwendung der
Euklidischen Norm zu

Max{s, }

_ O<icd

O<i<d

ergibt, als MaB angegeben werden, mit dem die Identifizierbarkeit der Parameter
abgeschétzt werden kann. Als optimal ist eine Kondition von k=1 anzustreben. Eine
sehr groBe Kondition einer Parameteridentifikationsaufgabe deutet demgegeniber
darauf hin, daB mit den vorliegenden Messungen das zu identifizierende Modell
nicht ausreichend beschrieben ist. Es ist insbesondere anzunehmen, daB einzelne

Parameter voneinander abhéngen oder in keinem signifikanten Zusammenhang mit
den Messungen stehen.

2.4 Minimales Modell

Es stellt sich bei der Modellbildung oft die Frage, welche Parameter des Modellis
voneinander unabhé&ngig sind, denn viele aufgestellte Modelle sind zunichst Gber-
bestimmt. Um Modelle zu erhalten, die maoglichst einfach handhabbar sind, ist es
zweckmaBig, die minimale Parameteranzahl zu bestimmen und die entsprechenden
unabhéngigen Modellparameter zu ermitteln.

Die Anzahl unabhangiger Parameter innerhalb eines Modells entspricht dem Rang
der Systemmatrix oder, fiir eine nichtlineare Modellfunktion, dem Rang der Jacobi-
matrix der Modellfunktion (partielle Differentiale der Modellfunktion nach den Para-
metern). Die Anzahl unabhangiger Parameter d_;, kann also z.B. bestimmt werden,
indem fiir diese Matrix eine Singularwertzerlegung durchgefiihrt wird. Der Rang
entspricht dann der Anzahl von Null verschiedener singulérer Werte [Klema 80]:

dmin =r= Rang(c) (221)
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Zur Bestimmung der unabhéngigen Parameter wird im folgenden eine neue Methode
vorgestellt. Diese ermittelt aus dem Parametervektor p diejenigen Komponenten, die
auf einen konstanten Wert gesetzt werden kénnen, ohne daB die Modellfunktion
(P, %) gegen das Minimalitdts- oder das Vollstandigkeitskriterium verstéBt. Zu
beachten ist dabei, daB die unabhingigen Parameter fiir einen speziell aus-
gewahlten Eingangsvektor berechnet werden. Um eine allgemeingiiltige Aussage zu
erhalten, ist damit sicherzustellen, daB die unabhingigen Parameter vom Modell
und nicht vom Eingangsvektor abhangen. Dieses wird mit jedem Eingangsvektor
erreicht, mit dem d,,,, einen maximalen Wert annimmt. Eingangsvektoren, die diese
Anforderung erfiillen, kdnnen zumeist erzeugt werden, indem die einzelnen Kompo-
nenten des Eingangsvektors gleichmaBig Giber ihrem Wertebereich verteilt werden.

Aus der Losung des linearisierten Optimierungsproblems (2.15) kann entnommen
werden, daB die Vektoren V,,,...v, eine Basis des Nullraums bilden. Dieses ist der
Vektorraum von Parameteranderungen Ap, die keinerlei EinfluB auf die
prognostizierten Messungen y haben.

Eine Analyse dieses Nullraums, dessen Basisvektoren in der Matrix N = (v Vy);

r+1 =°-

N e R*“" zusammengefaBt werden, ermoglicht es, die abhangigen Komponenten
des Parametervektors p zu ermitteln.

Auf N sind dazu prinzipiell folgende Operationen zulassig:

e Spaltenumformungen bzw. Linearkombinationen der Spaltenvektoren,

e Zeilenvertauschungen bei gleichzeitiger Permutation der Eintrdge im
Parametervektor.

Deshalb kann die transponierte Nullbasis NT mit einem GauB-Algorithmus mit
vollstandiger Pivotsuche auf Dreiecksform gebracht werden. Damit hat die
umgeformte Nullbasis N folgende Form:

A
N =

Durch diese Umformung wird zweierlei erreicht:

» Das betragsgroBte Element jeder Spalte steht entweder an oberster Stelle in
dieser Spalte, oder liber ihm stehen ausschlieBlich Nullen.

» Die rechts neben diesen Spaltenmaxima stehenden Elemente sind stets Null.
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Durch ausschlieBliche Betrachtung des Spaltenvektors ﬁl, mit dem Betragsmaximum
N, in der j. Zeile, ergibt sich, daB starke Anderungen AP, durch kleinere oder gleiche
Anderungen Ap,,...Ap, anderer Parameter kompensiert werden, so daB y
unverandert bleibt. Der Parameter D, kann also ohne VerstoB gegen das Voll-
standigkeits-Kriterium festgehalten bzw. aus der Menge der zu identifizierenden
Parameter entfernt werden. Bei der weiteren Parameterfestlegung ist darauf zu
achten, daB keine solchen Parameter gewahlt werden, deren Anderungen nur durch
Anderung der bereits festgehaltenen Parameter ausgeglichen werden kénnen.

Legt man spaltenweise von links nach rechts jeweils den Parameter zusitzlich fest,
der dem Betragsmaximum der aktuellen Spalte entspricht, ist diese Forderung in

jedem Schritt erfiillt. Die folgenden Spaltenvektoren enthalten fiir alle bereits
festgesetzten Parameter Nulleintrage.

Die d-r Parameter, die den grau markierten betragsgroBten Elementen der Spalten-
vektoren von N entsprechen, kénnen also auf physikalisch sinnvolle Werte fest-
gelegt und aus dem zu identifizierenden Parametervektor entfernt werden.

Somit zeichnet sich die hier vorgestellte Methode dadurch aus, daB in einem Schritt
alle unabhangigen Parameter eines (iberstimmten Modells ermittelt werden kénnen.
Aus der Literatur bekannte Verfahren [Everett 88.a] basieren demgegeniiber auf
einer iterativen Suche. Fir jeden der durchzufiihrenden Suchschritte ist der Rang
der System- oder Jacobimatrix zu berechnen. Somit ergibt sich zum einen ein hoher
numerischer Aufwand und zum anderen ein wesentlich geringerer Einblick in das
Systemverhalten. Ein demgegeniiber verbessertes Verfahren [Schréer 93] basiert -
wie das hier dargestellte Verfahren - auf einer Analyse der V-Matrix. Es soll
allerdings direkt aus den betragsgréBten Elementen auf die abhé&ngigen oder nicht
identifizierbaren Parameter geschlossen werden. In einem Schritt sind auch mit
diesem Verfahren die zu identifizierenden Parameter nicht ermittelbar.

Ein Verfahren, welches nur fiir spezielle kinematische Ketten eingesetzt werden
kann, basiert auf einer symbolischen Berechnung der Jacobimatrix [Khalil 91]. Die

Ausdricke der einzelnen Spalten kénnen so auf lineare Abhangigkeit untersucht
werden.

Das entwickelte, auf einer Linearisierung basierende Verfahren zeichnet sich damit
gegenuber allen bekannten Verfahren dadurch aus, daB in einem Schritt fir
unterschiedlichste Systeme (z.B. Kinematiken oder auch Systeme aus anderen

Bereichen) ein vollstandiger Satz unabhéngiger Parameter ausgewihit werden
kann.



